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Resumen ejecutivo

La practica que describiremos tiene como fin proponer una secuencia de actividades para estudiar y
analizar una aplicacién de la Matematica en un contexto tecnolégico, promoviendo el interés en los
estudiantes que cursan la asignatura Algebra Lineal de diversas carreras de Ingenieria en la
Universidad Catoélica del Uruguay. En particular se propuso a los estudiantes que estudien aspectos
de la Geometria Fractal (GF) y su vinculacién con el Algebra Lineal (Sistema de Funciones Iteradas
matricialmente) y las antenas fractales como aplicacion. Las actividades consistieron en el disefio en
Python de una antena basada en el tridngulo de Sierpinski, en su construccién en una placa de cobre
en forma de circuito impreso y en medir alguna caracteristica de las antenas mediante la utilizacién
de radios definidas por software (SDR) disponibles en el Departamento de Ingenieria.

La propuesta se basa en la corriente didactica “La Matematica en el contexto de las ciencias”, pero
también en areas de conocimiento mas relacionadas con la ingenieria y tecnologia: antenas
multibanda y su miniaturizacién. Por lo tanto, la estructura de la antena debe incluir diferentes
tamafos, y debe utilizar de manera eficaz el espacio que ocupe. Es pertinente pensar que las
antenas disefiadas con GF, puedan contemplar estas caracteristicas debido a la propiedad de
autosemejanza (réplicas en distintas partes del fractal a menor escala) y la caracteristica que poseen
algunos fractales respecto a su perimetro infinito encerrado en area finita.

En el ambito de la ensefianza de la Matematica, se reconoce a la GF por su potencial para estudiar
y/o recuperar gran cantidad de nociones matematicas, y por las aplicaciones que tiene. Sin embargo,
un andlisis realizado acerca de las investigaciones que proponen su ensefianza en el nivel medio y
primeros afios de universidad, dio indicios que la forma en que esta geometria es ensefiada, es
haciendo referencia a lo visual y a su aspecto estético, con pocas definiciones operativos para un
estudiante.

Al finalizar el curso, los estudiantes realizaron una encuesta de valoracién sobre las actividades que
involucran GF. Un analisis descriptivo y cualitativo de las respuestas a las preguntas de valoracién
general del curso, indica que el curso fue evaluado entre muy bueno (50%) y excelente (50%). La
valoracién de las actividades fue para el 85% interesantes y muy interesantes. Entre los aspectos
que mas destacaron de la propuesta, mencionan el trabajo colaborativo; la aplicacién de la
matemadtica en las antenas fractales; el uso de software; el dinamismo y la practica en laboratorio; y
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los fractales como algo distinto en la clase de matematica.

Las tareas fueron realizadas en grupos durante el afio 2021. Para el afio que corre se propusieron las
mismas tareas elaborando un pre test, una intervencion (trabajo en laboratorio) y un post test para
analizar la conceptualizacién de los elementos de la GF que se estudiaron.

Descripcion detallada de la practica

Dimension: Contexto y origen de la practica

Caracterizacion del contexto y la situacién que origina y en la que tiene lugar la practica

La practica se enmarca en un modelo de ensefianza y aprendizaje que estd siendo promovido por la
Universidad Catdlica del Uruguay, el cual implica el desarrollo de competencias transversales en los
estudiantes, mediante actividades interdisciplinares. Un eje tematico del Plan Estratégico 2019-2021 es
Excelencia en el aprendizaje interdisciplinario y transversal, de cara a un mundo disruptivo, que tiene como
objetivo lograr la integracién curricular transversal de los programas de las asignaturas.

Tradicionalmente el docente de Matematica en ingenierfa trasmite el conocimiento con célculos existentes en
libros de texto, conformandose con que el estudiante repita el método mostrado sin creacién de su parte. En la
formacién de futuros ingenieros, el estudio de la Matematica formal no es un objetivo en si mismo, aunque
necesitan matematizar problemas. Esto genera un conflicto cognitivo en el estudiante que se enfrenté a la
Matemadtica y a la Ingenieria de forma separada.

Planteamiento de pertinencia de la practica a partir de la situacion, problema u oportunidad
detectada

Los procesos de ensefianza-aprendizaje que se presentan cuando los estudiantes afrontan a la Matematica a
través de sus aplicaciones requieren del desarrollo de una competencia conocida como modelizacién
matemadtica, esto es, la creacién o la utilizacién de modelos matematicos para resolver problemas en contexto
(Niss, 1991). Un problema aplicado en matematica, estd enmarcado en una situacién o contexto del mundo
real (el “resto del mundo” fuera de la Matematica), asi como las preguntas que vinculan conceptos
matematicos con dicha situacién (Niss, 1991). La implementacién de este tipo de problemas no solo desarrolla
las competencias matematicas y propias de la modelizacién, si no que genera un mayor interés por la
asignatura y promueve un pensamiento diversificado en los estudiantes (Alsina, 2007).

Respecto a la actividad del estudiante, el objetivo es que esté capacitado para poder utilizar el conocimiento
matemaético en otras dreas que la requieran en su dmbito profesional.

Dimension: Planificacidn de la practica

Planteamiento de objetivos de la practica

* Estudiar el concepto matematico fractal y conectar aprendizajes de diferentes dreas de conocimiento.
* Disefiar en Python una antena fractal basada en el tridngulo de Sierpinski.

* Disefiar circuitos impresos con diferentes iteraciones del fractal.

* Mediar las caracteristicas de las antenas disefiadas mediante radios definidas por software (SDR).

* Elaborar un informe con las conclusiones obtenidas y con nuevas preguntas de investigacion.

Proceso de disefio y planificacion, identificacidon de los actores involucrados y definicion de
recursos

La secuencia de actividades fue disefiada por dos Profesores de Alta Dedicacién de la Universidad Catdlica del

88



Uruguay, la Mag. Victoria Artigue y el Dr. Joel Gak (ambos responsables del proyecto), uno de ellos integra el
Depto. de Ciencias Exactas y Naturales dictando cursos de Matematica y el otro el Depto. de Ingenierfa ; y tres
expertos en Didactica de la Matematica y dos en Matematica aplicada y Matematica pura.

La intencidén de este equipo fue disefiar y aplicar una secuencia de actividades enmarcadas en una aplicacién
de la GF: las antenas multibanda, para estudiar la percepcién y valoracién de los estudiantes acerca de
actividades de aplicacién. Este afio se propone analizar cdmo influye este tipo de tareas en la
conceptualizacion de la GF. Los beneficiarios directos, por lo tanto, son los estudiantes, pero también toda la
comunidad universitaria y de investigacion en didactica de la Matematica ya que la propuesta esta siendo
difundida en diferentes congresos de educacién matemaética y en jornadas propias de la universidad.

El disefio de la practica comenzé en el afio 2020, realizando un estado del arte en base a la literatura y
articulos de investigaciéon sobre GF. Se aplicé en los dos semestres del afio 2021 y en el primero del 2022. Los
recursos tecnoldgicos que se utilizaron fueron: Libros interactivos, applets de GeoGebra, Python, materiales
propios de la construccién de la antena y del andlisis de alguna de sus caracteristicas. El trabajo realizado por
los estudiantes fue en el laboratorio de electrénica y domiciliariamente.

El curso de Algebra Lineal tiene los siguientes contenidos curriculares: matrices, determinantes, sistemas de
ecuaciones, espacios vectoriales, transformaciones lineales y transformaciones afines. Es pertinente pensar en
la GF para ser abordada durante el curso, ya que la construccién de un fractal con autosemejanza estricta
requiere de la elaboracién de un Sistema de Funciones Iteradas, que son funciones definidas por composicién
de una isometria con una homotecia (semejanza) y eventualmente con una traslaciéon. Las transformaciones
son expresadas en el curso matricialmente, sumandole el vector de traslacién de ser necesario.

En el curso de Algebra Lineal de la Universidad y en los textos clésicos, el concepto de dimensién es definido
tradicionalmente como la cantidad de vectores que presenta una base de un espacio vectorial. La definicién
de dimensién fractal resulta ser una ampliacién de esta definicién.

Mecanismos de evaluacion

La evaluacién del curso de Algebra Lineal fue de caracter formativo a lo largo de todo el semestre. Las
actividades referidas a GF fueron contempladas para la aprobacién del curso, realizando juicios valorativos y
correcciones con rubricas colaborativas con la posibilidad de que el estudiante entregue siempre una versién
mejorada de su produccidén. Vale la pena aclarar que en la Universidad Catélica del Uruguay este curso no
tiene la posibilidad de rendir examen, por lo tanto el curso se aprueba o se vuelve a cursar. En este contexto,
es imprescindible que el docente planifique una diversidad de tareas que apunten a las distintas realidades
que existen en el aula. Consideramos importante aclarar que se propuso una prueba parcial escrita
(tradicional) la cual incluyé un problema sobre algunos aspectos de la GF.

Para poder evaluar el potencial didactico-matematico de la propuesta de ensefianza, diseflamos un
cuestionario de valoracién con escala Likert. Los items a evaluar refirieron a: dificultades para comprender
aspectos de la GF, importancia de relacionar la Matematica con otros campos de conocimiento, utilizacién de
sitios y applets para mejorar la conceptualizaciéon de algunos contenidos, importancia de incluir este tipo de
tareas en la formacién de ingenieros.

El andlisis de las respuestas del cuestionario fue cualitativo y cuantitativo. Para el primero se elaboraron
categorias que emergieron de las respuestas, para el segundo se realizé un analisis estadistico con SPSS.

Dimension: Implementacion de la practica

Descripcion de la implementacion de la practica, indicando etapas, acciones y actividades
especificas

La practica se comenzé a implementar en el afio 2019, proponiendo la secuencia sobre GF y su aplicacién a las
antenas pero sin su construccién. En el 2020 fue similar y en el 2021 el proyecto de construccién por
estudiantes, fue postulado para un curso de 3 créditos titulado Iniciacion a la investigacidén. Un estudiante se
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inscribié y llevé a cabo la tarea de construccién. En paralelo, 26 estudiantes de un curso de Algebra Lineal de
las carreras de Ingenieria en Informatica, Audiovisual, Electrénica y Alimentos, lograron construirla. El docente
del curso intercalé las actividades sobre los contenidos curriculares con aquellas sobre GF. Estas uUltimas se
propusieron cada dos semanas y son las siguientes:

1. Videos sobre antenas fractales
Consigna: A partir de la visualizacién de un video, identificar las principales ventajas de las antenas
fractales. Elaborar un archivo Gnico en grupo y subirlo a la plataforma.
Objetivo: Introducir al estudiante en una aplicacién de la Matemdtica en un contexto tecnoldgico.

2. Lectura Mathigon
Consigna: Interactuar con el libro interactivo Mathigon (https://es.mathigon.org/course/fractals/introduction)
y realizar todas las actividades que se plantean en el libro.
Objetivo: Introducir al estudiante en los conceptos clave de la GF.

3. Disefio en GeoGebra
Consigna: Utilizar GeoGebra para disefiar antenas basadas en el tridngulo de Sierpinski. Utilizar el comando
AplicaMatriz para efectuar transformaciones geométricas (Transformacién matricial, y por lo tanto, lineal) y
la herramienta traslacién.
Objetivo: Introducir en el curso un software de geometria dindmica con sus diferentes herramientas.

4, Autosemejanza y Dimensidn
Consigna: Elegir un fractal del sitio http://www.shodor.org/interactivate/activities/FractalDimensions/.
Utilizar la definicién propuesta en el curso de autosemejanza estricta y de dimensién fractal y aplicarla en
el fractal elegido.
Objetivo: Identificar las transformaciones geométricas necesarias para la construcciéon de los fractales.
Determinar dichas transformaciones en forma matricial. Justificar matematicamente la autosemejanza
estricta y la dimensién de un fractal.
Identificar las transformaciones geométricas necesarias para la construccién de los fractales. Determinar
dichas transformaciones en forma matricial.

5. Construccion de una antena fractal
Consigna: Construir en una placa de cobre la antena en forma de circuito impreso.
Objetivo: Acercamiento a los procesos de fabricacién de circuitos impresos

6. Estudio del comportamiento de la antena construida
Consigna: Utilizar radios definidas por software el para analizar el comportamiento de la antena
Objetivo: Medir las caracteristicas de las antenas disefiadas mediante la utilizacién de radios definidas por
software (SDR) disponibles en el Departamento de Ingenieria

7. Evaluacién de la propuesta
Consigna: Completar el formulario de evaluacién del curso con una escala de valoracién Likert.
Objetivo: Estudiar la valoracion por parte de los estudiantes en cuanto al potencial didactico-matematico de
la propuesta que atravesaron durante el curso. Identificar debilidades y fortalezas en ella

Los Actividades 1 y 2, tuvieron como actores principales los estudiantes y docentes del departamento de
Ciencias Naturales y exactas. Las actividades de la 3 hasta la 7, los docentes del departamento de Ciencias
Naturales y exactas y docentes del Departamento de Ingenieria. La actividad 7 fue realizada por los
estudiantes.

Identificacion y justificacion de eventuales cambios durante la implementacion

No se presentaron cambios pertinentes.
Dimension: Resultados de la practica

Proceso de evaluacion y descripcion de resultados

El curso de Algebra Lineal tuvo 31 alumnos inscritos, de los cuales 4 no aprobaron, 1 abandoné el curso y 26
aprobaron. Los aspectos que mas destacaron de la propuesta fueron, trabajo colaborativo; aplicacién de la
matematica en las antenas fractales; uso de software; el dinamismo y la practica en laboratorio; y los fractales
como algo distinto en la clase de matematica. Un comentario de un estudiante fue:
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“El tema de Fractales me parecié muy interesante, en particular poder aplicarlo a casos concretos, y lo mismo
con matrices. Ademads, para conceptos abstractos como la dimensién, siento que ayudaron mucho las
actividades interactivas como el libro de Mathigon. También fue muy bueno hacer la antena, y fue muy
divertido cuando disolvimos una batea de aluminio. Me gusté mucho hacer un proyecto de este estilo en vez
de un examen cldsico. Siento que aprendi un montén y disfruté el proceso, no fue un cierre estresante como
suele ser en otras materias.”

Los resultados son alentadores. Si bien el 69% de los estudiantes reconocié cierta dificultad para la
construccién de un fractal usando elementos del dlgebra lineal, 77% de los estudiantes sostuvo que la
definicién de autosemejanza estricta presentada facilité su comprensién de la dimensién fractal. Un 69% de
los estudiantes declaré que comprender que la dimensién fractal puede ser un nimero no entero, no resulta
tan dificil.

La valoracion del uso de las herramientas tecnoldgicas, 96% de los estudiantes indicéd que los materiales
interactivos ayudaron a comprender las caracteristicas de los fractales. La posibilidad de generar interés en el
estudio de la Matematica, un 85% considera que estudiar fractales le hizo pensar en cuestiones nuevas, como
patrones u operaciones que se repiten indefinidamente.El 92% aceptan que los fractales representan una
matemaética actual con aplicaciones tecnoldgicas.

Respecto a la matematica en contexto, 92% de los estudiantes valoraron positivamente la incorporacién de las
antenas fractales en el curso. Un 62% reconocié que el aprendizaje de fractales tiene mucha relacién con su
formacién profesional. Un 85% expreso6 que le gustaria saber mas sobre fractales y sus usos en otras areas. El
73% estuvo de acuerdo con que estudiar matematica en contexto, representa una ayuda a su estudio. El 96%
expresaron sentir emocién cuando constataron que la antena funcionaba, y el mismo porcentaje estuvo de
acuerdo con la importancia de incorporar actividades en contexto en los cursos de matematica para fortalecer
habilidades.

Se realiz6 una prueba de contraste de hipotesis unilateral para cada pregunta, estableciendo un nivel de
confianza del 1%. Los valores presentados muestran que la totalidad de las hipdtesis fueron rechazadas al
nivel de significancia de p<0,001. Esto nos permite aceptar que la propuesta fue muy bien aceptada para esta
poblacién de estudiantes de ingenieria, ya que se obtuvieron puntuaciones de dos o tres.

Analisis de la practica

Dimension: Proyeccidn de la practica a futuro

Propuesta de proyeccion y sostenibilidad de la practica a futuro; descripcion de eventuales
ajustes y modificaciones de la practica para futuras implementaciones

La propuesta de ensefianza se esta llevando a cabo en el primer semestre del afio que corre. El ajuste que nos
propusimos realizar fue el disefio en lenguaje de programacién Python, de la antena fractal basada en el
tridngulo de Sierpinski. Los estudiantes de las diferentes carreras de ingenieria han cursado programacion
como asignatura curricular en el primer afio, motivo por el cual no fue un obstaculo la elaboracién del
programa solicitado.

Pretendemos mejorar la practica en los siguientes sentidos: continuar con la fabricacién de antenas utilizando
diferentes fractales (curva de Kock, alfombra de Sierpinski, arbol pitagdrico, conjunto de Cantor), para la cual
contamos con una gran cantidad de tesis sobre el tema; indagar sobre otras aplicaciones de los fractales, por
ejemplo, utilizar el método de box counting para medir la dimensién de objetos como rocas o tumores
(aplicaciones que pueden contribuir en otras carreras de la Universidad como medicina o agronomia). También
se estd comenzando a implementar otro ejercicio en el cual se aplica la resolucién de sistemas lineales
mediante escalerizacién para aplicacién sobre juegos electrénicos, la idea es programar estos algoritmos en
un plataformar arduino (https://www.arduino.cc/) para la resolucién de un juego electrénico llamado Lights out
(en espanol Luces fuera)

Respecto a la sostenibilidad de esta practica, la misma es realizada en su totalidad por docentes de alta
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dedicacién de la UCU y los costos de los insumos totales son bajos (menos de USD 200) los cuales pueden ser
absorbidos por las carreras de ingenieria.

Dimension: Apreciacion global de la practica

Anidlisis de cumplimiento de objetivos de la practica

Las preguntas de valoracién del curso, indica que el curso fue evaluado entre muy bueno (50%) y excelente
(50%).

Los resultados son alentadores. Si bien el 69% de los estudiantes reconocié cierta dificultad para la
construccién de un fractal usando elementos del algebra lineal, 77% de los estudiantes sostuvo que la
definicién de autosemejanza estricta presentada facilité su comprensién de la dimensién fractal. Un 69% de
los estudiantes declaré que comprender que la dimensién fractal puede ser un nimero no entero, no resulta
tan dificil.

La valoracion del uso de las herramientas tecnoldgicas, el 96% de los estudiantes indicé que los materiales
interactivos ayudaron a comprender las caracteristicas de los fractales. La posibilidad de generar interés en el
estudio de la Matematica, un 85% considera que estudiar fractales le hizo pensar en cuestiones nuevas, como
patrones u operaciones que se repiten indefinidamente.El 92% aceptan que los fractales representan una
matemaética actual con aplicaciones tecnoldgicas.

Respecto a la matematica en contexto, 92% de los estudiantes valoraron positivamente la incorporacién de las
antenas fractales en el curso. Un 62% reconocié que el aprendizaje de fractales tiene mucha relacién con su
formacioén profesional. Un 85% expreso6 que le gustaria saber mas sobre fractales y sus usos en otras areas. El
73% estuvo de acuerdo con que estudiar matematica en contexto, representa una ayuda a su estudio. El 96%
expresaron la importancia de incorporar actividades en contexto en los cursos de matematica para fortalecer
habilidades.

Se realiz6 una prueba de contraste de hipétesis unilateral para cada pregunta, estableciendo un nivel de
confianza del 1%. Los valores presentados muestran que la totalidad de las hipdtesis fueron rechazadas al
nivel de significancia de p<0,001. Esto nos permite aceptar que la propuesta fue muy bien aceptada para esta
poblacién de estudiantes de ingenieria, ya que se obtuvieron puntuaciones de dos o tres

Evaluacion reflexiva sobre la practica implementada, con énfasis en su potencial de
transformacion

Nuestra reflexion sobre la practica implica también analizar la recepcién por parte de la comunidad académica
de Ensefianza de la Matemaética, del potencial didactico de la propuesta. Una evaluacién formativa por parte
de expertos en didactica, nos permitird una reflexién mas profunda y dirigida a aquellos aspectos que puedan
ser mejorados. Para este cometido sometimos a evaluacidn un trabajo titulado “Application of Fractal
Geometry in the construction of antennas: an assessment of activities in context by engineering students”
Victoria Artigue, Joel Gak, Marfa de los Angeles Fanaro, Gabriela Mombru y Jose-Job Flores-Godoy, en la revista
Pensamiento Matematico, de Ensefianza de la Matematica de la Universidad Politécnica de Madrid. El trabajo
fue aceptado para ser publicado en abril del afio 2023.

Por otro lado, la practica fue presentada en el 9no Congreso Uruguayo de Educacién Matematica (CUREM)
llevado a cabo en la ciudad de Montevideo en junio del presente afio. El plblico presente en la comunicacion
breve realiz6 diversas preguntas y valord la puesta en practica de actividades en contexto extramatematico
en carreras de ingenieria como positiva y motivadora para los estudiantes.
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